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Motivación

Oscilador armónico simple

Péndulo simple

ω =
dθ

dt
= θ̇

ω = 2πf =
2π
T

=

√
g

L
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Motivación

Christiaan Huygens (La Haya, 1629-1695).
Astrónomo, físico y matemático de los Países Bajos.
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Ejemplos

Animados

Luciérnagas de Kuala Lumpur

Inanimados

Sincronización de metrónomos
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Otros ejemplos

4 Aplausos

4 Marcapasos

4 Neuronas

4 Junturas Josephson

4 Mujeres convivientes

4 Etc., etc., etc.
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Modelo de sincronización
(Kuramoto, 1975)



Modelo de Kuramoto
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Modelo de Kuramoto

Un oscilador

N osciladores

N osciladores
acoplados

θ̇ = ω

θ̇i = ωi i = 1, ...,N

θ̇i = ωi −
N∑
j=1

Kij sin(θi − θj + α) i , j = 1, ...,N|α| ≤ π/2

θ̇i = ωi −
K

N

N∑
j=1

sin(θi − θj + α) ← acoplamiento constante
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Modelo de Kuramoto

θ̇i = ωi −
K

N

N∑
j=1

sin(θi − θj + α)

Definimos un parámetro de orden

σeıΩt =
1
N

N∑
j=1

eıθj → σ cosΩt =
1
N

N∑
j=1

cos θj ; σ sinΩt =
1
N

N∑
j=1

sin θj

θ̇i = ωi − K
N

∑
j sin(θi − θj + α)

θ̇i = ωi − Kσ sin(θi − Ωt + α)

i(j) = 1, ...N
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Modelo de Kuramoto

Veamos casos límites:

θ̇i = ωi − Kσ sin(θi − Ωt + α) ; σeıΩt =
1
N

N∑
j=1

eıθj

ä Sincronización nula → θ̇i = ωi → σ = 0

ä Sincronización completa → θi = θj ∀ i , j → σ = 1

ä Sincronización parcial 0 < σ < 1
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Modelo de Kuramoto
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Modelo de Kuramoto

H. Sakaguchi and Y. Kuramoto
Progress of Theoretical Physics 76 (1986)

N osciladores con distribución
gaussiana de frecuencias
propias

g(ω) = Ae−(ω−Ω)2/W 2

Parámetro de orden alternativo

r =
Ns

N

Ns osciladores sincronizados
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Modelo de Kuramoto

H. Sakaguchi and Y. Kuramoto
Progress of Theoretical Physics 76 (1986)
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Ejemplo: Aplausos rítmicos
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Ejemplo: Aplausos rítmicos

Grabaciones en teatros de Rumanian y Hungría.

Z. Neda et el
Phys. Rev. E 61 (6987)
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Ejemplo: Aplausos rítmicos

Experimento controlado: Aplaudidores (rumanos y húngaros) no interactuantes.

Z.
Neda et el

Phys. Rev. E 61 (6987)
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Ejemplo: Aplausos rítmicos
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Ejemplo: Aplausos rítmicos
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Modelo de afinación
(Urteaga-Bolcatto, 2003)



Modelo de afinación

R. Urteaga and P. G. Bolcatto
European Journal of Physics (2003)
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Modelo de afinación. Propuesta

¿Qué es un sonido musical?

¡ Es una perturbación de un medio material (por ejemplo, aire)
compuesta por una familia de frecuencias.

¡ A la menor frecuencia se la llama “fundamental” y al resto se las
denomina “armónicas”

¡ Las armónicas son múltiplos enteros de la fundamental:
fo , f1 = 2fo , f2 = 3fo , ...

¡ El número de armónicos y la importancia relativa con la que
intervienen en un sonido, determina el timbre del mismo pero no
cambia la “nota”.
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Modelo de afinación. Propuesta
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Modelo de afinación. Ejemplos

Consigna: ’Afinar en la misma nota’

10

20

30

40

50

60

0 1 2 3 4 5
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

Time (s)

F
r
e
q
u
e
n
c
y
 
(
H
z
)

24



Modelo de afinación. Propuesta

Proponemos la siguiente dinámica para las frecuencias fundamentales de
cada emisor:

dωi0

dt
=
∑
jµ

Kij Ijµ sin
(
2mπ

ωjµ

ωi0

)
i(j) = 1, ....,N

ωjµ : Frecuencia del µ−ésimo armónico del j−ésimo individuo

Ijµ : Intensidad en la descomposición Fourier

Kij : Acoplamiento → ’Cuánto i escucha a j ’. En general Kij 6= Kji
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Modelo de afinación. Ejemplos
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(a) Barítono y mezzo soprano.
m = 1, K21 = K12,

ω20
ω10

= 1.

(b) Dos tenores.
m = 1, K21 = 25K12,

ω20
ω10

= 1.

(c) Barítono y soprano.
m = 1, K21 = −K12!!, ω20

ω10
= 2.
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Modelo de afinación. Ejemplos

Consigna: ’Afinar (sensación agradable)’

Tenor y mezzo soprano.
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m = 2, K21 = −0,15K12.

Inicial ω20
ω10

= 4
3 (cuarta).

Final ω20
ω10

= 3
2 (quinta).
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Modelo de afinación. Condición de estabilidad

• Ecuación:
dωi0

dt
=
∑
jµ

Kij Ijµ sin
(
2mπ

ωjµ

ωi0

)
• Dos cantantes → ωjµ = (µ+ 1) ωj0

• Condición (suficiente): 2m(µ+ 1)
ωj0
ωi0

= nij

• Se llega a:[
K21

∑
µ

I2µ (−1)(2mµ/r) + r3K12

∑
µ

I1µµ

]
> 0

r =
ω20

ω10
,

K21

K12
: parámetro libre
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Discusión abierta



Preguntas abiertas

• ¿Qué m elegir?

• ¿Qué pasa con coros? (Hicimos un intento con coros de chicharras)

• Condiciones de estabilidad más generales.

• ¿Cuál es un buen parámetro de orden de afinación?

• ¿Se puede defnir una distancia entre espectros?

• Etc., etc., etc.
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¿Preguntas?
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